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द्विपद प्रमेय (Binomial Theorem) 


* Mathematics is a most exact science and its conclusions are capable 
of absolute proofs. - C.P. STEINMETZ * 


8.] भूमिका (Introduction) 


पिछली कक्षाओं में हमने सीखा है कि किस प्रकार ८+# तथा 
८-४ जैसे द्विपदों का वर्ग व घन ज्ञात करते हैं। इनके सूत्रों का प्रयोग 
करके हम संख्याओं के वर्गों व घनों का मान ज्ञात कर सकते हैं जैसे 
(98)? = [(I00 - 2)]?, (999) = [(000 - ))], इत्यादि। 
फिर भी, अधिक घात वाली संख्याओं जैसे (98), (0)6 इत्यादि की 
गणना, क्रमिक गुणनफल द्वारा अधिक जटिल हो जाती है। इस 
जटिलता को द्विपद प्रमेय द्वारा दूर किया गया। 

इससे हमें (८ +)" के प्रसार की आसान विधि प्राप्त होती हे 
जहाँ घातांक # एक पूर्णांक या परिमेय संख्या है। इस अध्याय में हम 
केवल धन पूर्णांकों के लिए द्विपद प्रमेय का अध्ययन करेगें 





Blaise Pascal 
(I623-662 A.D.) 


8.2 धन पूर्णाकों के लिएं द्विपद प्रमेय(Binomial Theorem for Positive Integral 
Indices) 


आइए पूर्व में की गई निम्नलिखित सर्वसमिकाओं पर हम विचार करें: 
(a+ b)P=l;a+b#0 
(a+ b)!i=a+b 
(a+b) =a’ + 247 + 2 
(a + b) =a +3ab+3ab’+b 
(a+ 9) ८ (द+ 02) (6+ 02) ८ री + 4479 + 64८72 + 4६77 +b 
इन प्रसारों में हम देखते हैं कि 
(6) प्रसार में पदों की कुल संख्या, घातांक से | अधिक है। उदाहरणतः (८+ ४)? के प्रसार में 
(४+ ४)? का घात 2 है जबकि प्रसार में कुल पदों की संख्या 3 है। 
() प्रसार के उत्तरोत्तर पदों में प्रथम ८ की घातें एक के क्रम से घट रही हें जबकि द्वितीय राशि 
9 की घातें एक के क्रम से बढ़ रही हैं। 
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(४) प्रसार के प्रत्येक पद में ८ तथा की घातों का योग समान है और ८+ की घात के 
बराबर है। 
अब हम ८+ के उपरोक्त विस्तारों में विभिन्न पदों के गुणांकों को निम्न प्रकार व्यवस्थित करते 
हैं (आकृति 8.]) 


घातांक गुणांक 
0 I 
| [ [ 
2 2 [ 
3 I 3 3 | 
4 | 4 6 4 


आकृति §.। 
कया हम इस सारणी में अगली पंक्ति लिखने के लिए किसी प्रतिरूप का अवलोकन करते हैं? हाँ। यह 
देखा जा सकता है कि घात । की पंक्ति में लिखे | और । का योग घात 2 की पंक्ति के लिए 2 देता 
है। घात 2 की पंक्ति में लिखे | और 2 तथा 2 ओर । का योग घात 3 की पंक्ति के लिए 3 और 3 
देता है और आगे भी इसी प्रकार । पुनः प्रत्येक पंक्ति के प्रारंभ व अंत में स्थित है। इस प्रक्रिया को 
किसी भी इच्छित घात तक के लिए लिखा जा सकता है। 

हम आकृति 8.2 में दिए गए प्रतिरूप को कुछ और पंक्तियाँ लिखकर आगे बढ़ा सकते हैं। 
घातांक गुणांक 


आकृति 8.2 पास्कल त्रिभुज 
पास्कल त्रिभुज 
आकृति 8.2 में दी गई सारणी को अपनी रूचि के अनुसार किसी भी घात तक बढ़ा सकते हैं। यह 
संरचना एक ऐसे त्रिभुज की तरह लगती है जिसके शीर्ष पर | लिखा है और दो तिरछी भुजाएं नीचे 
की ओर जा रही हैं। संख्याओं का व्यूह फ्रांसीसी गणितज्ञ 8]85० P८३] के नाम पर पास्कल त्रिभुज 
के नाम से प्रसिद्ध है। इसे पिंगल के मेरुप्रस्त्र के नाम से भी जाना जाता है। 
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एक द्विपद की उच्च घातों का प्रसार भी पास्कल के त्रिभुज के प्रयोग द्वारा संभव है। आइए 

हम पास्कल त्रिभुज का प्रयोग कर के (2४+3)) का विस्तार करें। घात 5 की पंक्ति है: 
I 5 I I 5 । 
इस पंक्ति का, और हमारे परीक्षणों 6), (7), (), का प्रयोग करते हुए हम पाते हैं कि 
(2x+3y) = Cx) + Sx) Gy) + I0Cx)? Gy)? +0 (220? (39)? + 5(220(39) + (3y) 
= 3207 + 240४9 + 720x°y° + I080x°y° + 8I0xy’ + 24397 

अब यदि हम (2४+3))?, का प्रसार ज्ञात करना चाहें तो पहले हमें घात ।2 को पंक्ति ज्ञात करनी 
होगी। इसे पास्कल त्रिभुज की पंक्तियों को घात ।2 तक की सभी पंक्तियाँ लिख कर प्राप्त किया जा 
सकता है। यह थोड़ी सी लंबी विधि है। जेसा कि आप देखते हैं कि और भी उच्च घातों का विस्तार 
करने के लिए विधि और अधिक कठिन हो जाएगी। 

अतः हम एक ऐसा नियम ढूँढने का प्रयत्न करते हैं जिससे पास्कल त्रिभुज की ऐच्छिक पंक्ति 
से पहले की सारी पंक्तियों को लिखे बिना ही, द्विपद के किसी भी घात का विस्तार ज्ञात कर सके। 

इसके लिए हम पहले पढ़ चुके 'संचय' के सूत्रों का प्रयोग करके, पास्कल त्रिभुज में लिखी 
संख्याओं को पुनः लिखते हैं। हम जानते हैं कि 

"0, - n! 

rl(n—rF)! 
अब पास्कल त्रिभुज को पुनः इस प्रकार लिख सकते हें (आकृति 8.3) 





,0< # < जहाँ 7 ऋणेतर पूर्णांक है। Cl C 


N 
n 


घात गुणांक 
0 १ 
=]) 
I I 
I ०, C, 
=) (=) 
2 TT FC ‘6 
(=]) (=2) (=]) 
3 EE C5 
=D) (3) (७3) FY 
4 HE ‘FE EE EE 
=D (-4) (50) =4) (=) 
5 ८ ८ ८ हा. आह 4 


0 I 2 4 
=) 5) FI) FI) GS) (=) 
आकृति 8.3 पास्कल त्रिभुज 


उपरोक्त प्रतिरूप (2९/०) को देखकर, पूर्व पंक्तियों को लिखे बिना हम पास्कल त्रिभुज को 
किसी भी घात के लिए पंक्ति को लिख सकते हैं। उदाहरणतः घात 7 के लिए पंक्ति होगी: 
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इस प्रकार, इस पंक्ति और प्रेक्षण (), (8) व (), का प्रयोग करके हम पाते हैं, 
(GND) SF Cab CaO tCaDtIlCeD kab iCadb ai Cb 
इन प्रेक्षणों का उपयोग करके एक द्विपद के किसी ऋणेतर पूर्णांक # के लिए प्रसार दिखाया 
जा सकता है। अब हम एक द्विपद के किसी भी (ऋणेतर पूर्णांक) घात के प्रसार को लिखने की 
अवस्था में हैं। 
8.2.] द्विपद प्रमेय किसी धन पूर्णाक ॥ के लिए (Binomial theorem for any positive 
integer n) 
(a + b)"= "Ca" + "Carib + "Cja™ B? + ...+ Cab + “Cb 
उपपत्ति इस प्रमेय की उपपत्ति गणितीय आगमन सिद्धांत द्वारा प्राप्त की जाती है। 
मान लीजिए कथन P(#) निम्नलिखित है: 
Pn) : (a +b)’ = Ce’ + "Cab +E, EF ...+ ( ८ रे (7 
॥ = | लेने पर 
P(l):(a+b)'='Ca+ Cb =a+b 
अतः P (]) सत्य है। 
मान लीजिए कि ? (/), किसी धन पूर्णांक £ के लिए सत्य है, अर्थात्‌ 
(a+b) = ‘Ca’ + “Cat ९.८४ I ESD el) 
हम सिद्ध करेंगे कि P(&+) भी सत्य है अर्थात्‌, 
(a+b)! — "१७०८७ -++ 7+( ८८४७ En I I ig OR 
अब, 
(a+b)! = (a+b) (a+b)* 
= (a+b) (CA + “Cab + “Ca b+... +Cab™!+ Cb) IQ) से] 
= CR FC ab + Ca? +...+ (0. (०6% + ‘Cab +‘Cab 
+ “Calb? + “Cabs ... + “Cab + ४”! [वास्तविक गुणा द्वारा] 
MO ONC Ml JCP CO Fe 
+ (C,+*C,,) ab* + ट}! (समान पदों के समूह बनाकर) 
ol (RS Es i 2 नुन FR ab? 3 कह FT iE pti 


(C= I, “C+ C=C, और "ट, = = "ट, का प्रयोग करके) 
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इससे सिद्ध होता है कि यदि P(#) भी सत्य है तो ? (‰+]) सत्य है। इसलिए, गणितीय आगमन सिद्धांत 
द्वारा, प्रत्येक धन पूर्णांक # के लिए P(7) सत्य है। 
हम इस प्रमेय को (+2) के प्रसार का उदाहरण लेकर समझते हैं। 
(४+2)6 = Cx + ९0.6.2 + ९0,022 + Cx. + Cax?.2 + Cx.25 + ९.26 
= x° + I2x +60x' + I60x° + 240४“ + I92x + 64 
इस प्रकार, (*+2)° = x° + I2x° +60x' + I60x° + 240x° + I92x + 64. 


प्रेक्षण 
I. "Cab? + "Carib! + ...+ "Cab + ...+"C ४#", जहाँ = = ८ 


| 


का संकेतन 2 0, ८८% है। 


k=0 
अतः इस प्रमेय को इस प्रकार भी लिख सकते हैं। 


(a+b) =) "Crab 
K=O 

2. द्विपद प्रमेय में आने वाले गुणांक "ट, को द्विपद गुणांक कहते हैं। 

3. (४+४)" के प्रसार में पदों की संख्या (7+]) है अर्थात्‌ घातांक से । अधिक है। 

4. प्रसार के उत्तरोत्तर पदों में, ८ की घातें एक के क्रम से घट रही हैं। यह पहले पद में 7, दूसरे 
पद में (#-।) और फिर इसी प्रकार अंतिम पद में शून्य है। ठीक उसी प्रकार / की घातें एक 
के क्रम से बढ़ रही हैं, पहले पद में शून्य से शुरू होकर, दूसरे पद में | और फिर इसी प्रकार 
अंतिम पद में # पर समाप्त होती हैं। 

5. (ध+४)", के प्रसार में, ८ तथा & को घातों का योग, पहले पद में #+ 0 =, दूसरे पद में 
(७ -]) + । =॥ और इसी प्रकार अंतिम पद में 0+ = है। अतः यह देखा जा सकता है 
कि प्रसार के प्रत्येक पद में ८ तथा ७ की घातों का योग # है। 


8.2.2 (4 +})" के प्रसारं की कुछ विशिष्ट स्थितियाँ (Some special cases) 
6) ८=~तथा = -), लेकर हम पाते है; 
coy =+ CY 
FC EO ) EE Oe) a UC (=) ग i <) 
lOO ln EC br Jaen oe lA 4 
इस प्रकार %ऋछ)' = "Cr - (79५9 + (४७? y+ SCC ४” 
इसका प्रयोग करके हम पाते हैं, 
G2) कद = 20) आह आह 20) 
न आओ (000 FC) CO) 
=x° —lOx'y + 40४9 - 80:97 + 80४४ - 32y° 
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({)८=। तथा =, लेकर हम पाते हैं कि, 
IHX)" = CO FCT FCO + ... + "0 ४ 
“SS RS i NM ER 
इ आकार, (|) meth Crk mera 
विशेषत + =।, के लिए हम पाते हैं, 
DON ORE ON 
(४) ०= । तथा = - %, लेकर हम पाते हैं, 
Ix) ८") - Cx + Cp - ... + CDC 
विशेषत + = ], के लिए हम पाते हैं 
0="C,-"C+C,-...+ CD)" "C 


4 
3 
उदाहरण । x + ,*ऋ0 का प्रसार ज्ञात कीजिए: 


हल द्विपद प्रमेय का प्रयोग करके हमें प्राप्त होता हे, 


| बी | [3 al Al 
४ +| = Ce sCe) IAAT IR |+ (7 
x xX X X 


3 27 BI 
=x + 4.४0 , + 6. oA 
क x f > 


08 §8] 
=x +I2m0 + 34४४ +O 
A , 


उदाहरण 2 (98) को गणना कोजिए। 


हल हम 98 को दो संख्याओं के योग या अंतर में व्यक्त करते हैं जिनकी घात ज्ञात करना सरल हो, 
फिर द्विपद प्रमेय का प्रयोग करते हैं। 
98 को 00 -2 लिखने पर, 
(98) = (I00 - 2) 
= C, (I00) - 5C, (I00)*.2 + 5C, (00)2?- 5C, (00)? (2)! 
+ 5C, (00) ©) - ०. (2) 
= I0000000000 - 5 x I00000000 x 2 + I0 x I000000 x 4 - 0 x0000 
x 8+ 5 % I00 % 6 - 32 
0040008000 - 000800032 


9039207968 
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उदाहरण 3 (].0)००००० और 0,000 में से कौन सी संख्या बड़ी है? 
हल ].0 को दो पदों में व्यक्त करके द्विपद प्रमेय के पहले कुछ पदों को लिखकर हम पाते हैं 
(I.07)i000000 = (] + 0.0])r000000 
= 000000(! + ००००१९ (0.0]) + अन्य धनात्मक पद 
= | + ]000000 % 0.0 + अन्य धनात्मक पद 
= | + ]0000 + अन्य धनात्मक पद 


> I0000 


अतः (.0])' > 0000 


उदाहरण 4 द्विपद प्रमेय का प्रयोग करके सिद्ध कीजिए कि 6-57 को जब 25 से भाग दिया जाए 
तो सदैव । शेष बचता है। 


हल दो सख्याओं ८ तथा के लिए यदि हम संख्याएँ ७ तथा # प्राप्त कर सकें ताकि ०=७५ +7 
तो हम कह सकते हैं कि ८ को से भाग करने पर / भजनफल तथा 7 शेषफल प्राप्त होता है। इसी 
प्रकार यह दर्शाने के लिए कि 6"-57 को 25 से भाग करने पर ] शेष बचता हे, हमें सिद्ध करना है: 
6-57 = 25/+ जहाँ #£ एक प्राकृत संख्या है। 
हम जानते हैं: (। +4)" = "ट, + "0.6 + "Ca? + ... + "0 ८" 

० = 5, के लिए हमें प्राप्त होता है, 

(I+5y= 6 + CSCS RN. + C5” 


या (6) = I+5n/+ 57. HSC, +... + 5” 

या 0” Sn= IHS (Ce Nd ... + 5") 

या 07 - 3४८ [+ 25 +} .C, +...+ 5”) 

या 6" - 5॥ = 25‰+। जहाँ «= "९, + 5 ."0', + ... + 572 


यह दर्शाता है कि जब 6”- 57 को 25 से भाग किया जाता है तो शेष  बचता है। 


| प्रशनावली 8. | 


प्रश्‍न ] से 5 तक प्रत्येक व्यंजक का प्रसार कीजिए: 5. 


2 5 
I. (2): 2. शा 3. (2x - 3) 


ब. | गे 5, |&४+-८ 
3 5 है # 


2020-2 


80 


गणित 


द्विपद प्रमेय का प्रयोग करके निम्नलिखित का मान ज्ञात कीजिए 


6. 
I0. 


I. 


2. 


I3. 


4. 


(96): 2, (I02): 8. (0])* 9, (99) 

द्विपद प्रमेय का प्रयोग करते हुए बताइए कौन-सी संख्या बड़ी है (].)!००००या ।000. 
(4+b)*- (८-b)* का विस्तार कीजिए। इसका प्रयोग करके | RE) ) _ | १ 2 ) का 
मान ज्ञात कोजिए। 

(५+)°+ (४-]) का मान ज्ञात कोजिए। इसका प्रयोग करके या अन्यथा (./2+)7+ (,/2 -)" 
का मान ज्ञात कोजिए। 

दिखाइए कि 9”! _ 87 - 9, 64 से विभाज्य है जहाँ # एक धन पूर्णांक है। 


सिद्ध कीजिए नि Dh ५ 8 किन 4" 
r=0 


व्यापक एवं मध्य पद (General and Middle Terms) 


(८ +0)" के द्विपद प्रसार में हमने देखा है कि पहला पद "९,८" है, दूसरा पद "(,८”! 
है, तीसरा पद "९,८२७? है और आगे इसी प्रकार। इन उत्तरोत्तर पदों के प्रतिरूपां में हम कह 
सकते हैं कि (7+ ])वां पद "९"! है। (८ + ७)" का (7+ ])वां पद, व्यापक पद 
(General term) कहलाता है। इसे ग' द्वारा लिखते हैं। अतः पा = "ट, ०" 7७” 


(८ +)" के प्रसार के मध्य पद्‌ के बारे में हम पाते हैं 
(0) यदि # सम (६४८०) संख्या है तो प्रसार के पदों की संख्या (7+।) होगी। क्योंकि # एक 


Dt 
2 





सम संख्या हैं इसलिए #+ एक विषम संख्या होगी। इसलिए मध्य पद | 


हें वाँ 
अर्थात्‌ +] पद्‌ है। 


में ५ वा ५ 
उदाहरणार्थ, ((+ 2))१ के प्रसार में मध्य पद | ठ | अर्थात्‌ 57 पद है। 


() यदि # विषम संख्या (०१) है तो (7+।) सम संख्या है। इसलिए, प्रसार के दो मध्य पद 


n+]l E n+]l र होंगे में 5 तो 
| | तथा | लत | होंगे। अतः (2४)? के प्रसार में मध्य पद ह 








El , ७ 
अर्थात्‌ चौथा और ot | अर्थात्‌ पाँचवाँ पद हे। 
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2n+l+]l 


वाँ 
अर्थात्‌ (+)7 पद हे, 


on 
| , में 
3. [++] जहाँ + ॐ 0 है, के प्रसार में मध्य पद | 


क्योंकि 2 सम संख्या है। 


यह "९ 2” | न = "९ (अचर) द्वारा दिया जाता हे। 


यह पद » से स्वतंत्र पद (Independent Term) या अचर पद (Constant term) कहलाता है। 


उदाहरण 5 यदि (2+4)5° के द्विपद प्रसार का सत्रहवाँ और अट्वारहवाँ पद समान हो तो ८ का मान 
ज्ञात कोजिए। 

हल (४+3))"के द्विपद प्रसार में (7+])" पद हैः 7, = "C४" 

सत्रहवें पद के लिए, 7+।=]7, या /7=।6 


इसलिए Li - Tes - Ce (2) "a 
EF A 234 (५ 

इसी प्रकार प्‌, 5 29८ र 

हमें ज्ञात है कि T.=T, 


इसलिए, स (2)34 qi FN (2)33 qi? 


50 C 34 
ad [7 C I6 ° 2 


या | gq! = 6 933 
50 (5 
6 X 2 50! i 33! 


र RE 
ख र 


6! 34! 50! 


].3.5...0n —]) 
|! 





या Fe 


उदाहरण 6 दिखाइए कि (]+%)?” के प्रसार में मध्य पद 2” »” है, जहाँ # एक 

धन पूर्णाक है। | 

दौ 2n रा हि 

हल क्योंकि 2 एक सम संख्या है, इसलिए (।+%)?” का मध्य पद ॥ के | अर्थात्‌ (7+])१ 
पद है। 

(2n)! 


nln! 


x Nn 





इस प्रकार , मध्य पद T, न ह| | का >- हा — 


7 


2n(Qn—D (20- 2) ...4.3.2.] 


nl #॥! 
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_ ].2.3.4...(0n-—2)On-—D(n) हि 


nln! 


7 


[।.3.3...(20 - )|[2.4.6...( 20) | 
न  ख््ब्बव्चकचममप्फ्प्प्ण्ण्ण्ण्््््््ण, २ 


nln! 


nt 


nln! 


[.3.5..(2n-DIn!, » 
~ x 


nln! 


_ ].3.5..n-]) 


nl! 


है nt x 6 


उदाहरण 7 (४+2)9)? के प्रसार में ४०»? का गुणांक ज्ञात कीजिए। 
इल मान लीजिए (४+2))? के प्रसार में +5), (7+।)* पद में आता है। 
अब T= Cr "Cy C 2. .)७५ 
ग, तथा «6» में » और ) के घातांकों की तुलना करने पर हमें प्राप्त होता है, /= 3. 


2/ 3 9.8.7 
इसलिए, £5? का गुणांक = ट, 23 = प्रात्ष ॐ ठ 


3 
= 2 2 = 672. 


उदाहरणा 8 (५+ 4)" के द्विपद प्रसार के दूसरे, तीसरे और चौथे पद क्रमशः 240, 720 और ।080 
हैं। «, ८ तथा # ज्ञात कीजिए। 


हल हमें ज्ञात है कि दूसरा पद्‌ 7, = 240 


परतु T,= Ke. co 

इसलिए "ए ४7 व 240 SU 
इसी प्रकार "0.४ ८? = 720 iD) 
और "Cx" a? = 080 ... (3) 


(2) को () से भाग करने पर हमें प्राप्त होता हे, 


“Cx ० 720 oD! 4 _ ७ 
Cg 240 . ७-2)! x 
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a_ 0 
कि x (n—]) 
(3) को (2), से भाग करने पर, 
a 9 .. (4) 
का 2(n—2) .. (5) 
0 9 
(@) व (5) से, n—l ह 2(n—2) र 
अब (]) से, 5४४८ 240 और (4) से, र = 


इन समीकरणों को हल करने से हम = 2 ओर ८ =3 प्राप्त करते हैं। 


उदाहरण 9 यदि (।+)” के प्रसार में तीन क्रमागत पदों के गुणांक ।: 7: 42 के अनुपात में हैं तो 
४ का मान ज्ञात कोजिए। 


हल मान लीजिए (। +)" के प्रसार में (7 - ])5ँ, /7 तथा (#+ ])*ँ पद, तीन क्रमागत पद हैं। 
(7 - ])*पद्‌ "९,८"? है तथा इसका गुणांक "ट, है। इसी प्रकार /* तथा (7+ ])* पदों के गुणांक 
क्रमशः "ट, , व "९, हैं। क्योंकि गुणांको का अनुपात | : 7 : 42 है इसलिए हमें प्राप्त होता है, 








CQ _l ने 
ee अर्थात्‌ ॥ - 8" +9=0 ...(]) 
pe 7 

और पटक अर्थात्‌ „77+ ]=0 0) 


समीकरण (।) व (2) को हल करने पर हमें # = 55 प्राप्त होता है। 


| प्रश्नावली 8.2 | 


गुणांक ज्ञात कीजिए: 

I. +3) में%. का 2. (4-29)? में ८४” का 
निम्नलिखित के प्रसार में व्यापक पद लिखिए: 

3. (४ - 9)" 4. yx # 0 


5. (४-2)? के प्रसार में चौथा पद ज्ञात कीजिए। 


I8 

| में |3वाँ 

6. | Dk ड्र के प्रसार में ।3बॉ पद ज्ञात कीजिए। 
3x 
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निम्नलिखित प्रसारों में मध्य पद ज्ञात कीजिए: 


37 र I0 
7. (3 रा | 8. है र ०» | 
9. (।+)”*" के प्रसार में सिद्ध कीजिए कि ८" तथा ८” के गुणांक बराबर हें। 
0. यदि (४+ ।)” के प्रसार में (#- ])*, #† और (7+ ])* पदों के गुणांकों में | : 3 : 5 का 
अनुपात हो, तो # तथा 7 का मान ज्ञात कोजिए। 
।।. सिद्ध कीजिए कि (। + 2)?” के प्रसार में %" का गुणांक, (। + 2%)?" के प्रसार में %" के गुणांक 
का दुगना होता है। 
।2. का धनात्मक मान ज्ञात कीजिए जिसके लिए (] +2)” के प्रसार में £ का गुणांक 6 हो। 


विविध उदाहरण 


2 


3 | म 
उदाहरण ।0 —Xx° — न] के प्रसार में % से स्वतंत्र पद ज्ञात कीजिए। 


2 3५ 
2०] ड) 
ff 4 जे —— 
2 3x 
6 


हल हम पाते हैं कि 7 


r+l 


|| 
०5 
है 
NS 
> ७) 
3 


( 3 ) पक I2-3r 








= (-D)’°C 
A(-D) C, (2) 
» से स्वतंत्र पद के लिए, पद में « का घातांक 0 (होना चाहिए)। अत: ।2-37= 0 या 7=4 
3) 5 
इस प्रकार 5*ँ पद्‌ + से स्वतंत्र हे। इसलिए अभीष्ट पद = (-])* CQ, (2) 67 का 


उदाहरण ॥] यदि (। +)” के प्रसार में ८, ८” तथा ८” के गुणांक समांतर श्रेणी में हों तो सिद्ध 
कीजिए कि #2--#(4#+ ])+4r-2=0 
हल हम जानते हैं कि ([+०)" के प्रसार में (#+ )वाँ पद "९," है। इस प्रकार यह देखा जा सकता 
है कि ८, (#+ ])* पद में आता है। और इसका गुणांक "ट, है। इसलिए ८”, ८” तथा ८! के गुणांक 
क्रमशः "९, , "ट, तथा "ट, हैं। परंतु ये गुणांक समांतर श्रेणी में हैं। इसलिए 

CFC, 52९0 
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nl n! n! 
(r—in—r+D! GF+Din-r-)! rin —F)! 
या 
 क्‍ल्‍ल्‍ RIMM |‰४¥\ 
(r—in—r+जDan-r)a-r-D! r+DG)Cr-Din-—-r-)! 
] 
5 
r(r—Din—-r)n-r-)! 
| । | I | 
(r—D! aro)! (n—r)(n—r+])) (r+) (7) 
| 


2S 
(r—D! nr—r—ञD!ilr-—r)] 











] + २ 2 

या मार ड 

(n—rजDa-r) ro) r(n-—r) 

rrSDI RNa FD ९८ 
हि n—r)SrSDr(r+SD ७ 70-५४) 
या rr+}D+(-r(an-r+l)=2(Cr(+D(n-r+l) 
या r+r+n-nr+n-nr+r-r=2nr-r+लr+लn-r+]) 
या n.—Adnr—n+4r-2=0 
या n’—n(Ar+l)+a4r-2=0 


उदाहरण 2 दिखाइए कि (] +2)” के प्रसार में मध्य पद का गुणांक, (। +2)?” के प्रसार में दोनों 
मध्य पदों के गुणांकों के योग के बराबर होता है। 


हल क्योंकि 27 एक सम संख्या है इसलिए (।+%)” के प्रसार में केवल एक मध्य पद है जो कि 
2n वँ F 
[~ + | अर्थात्‌ (7 + ।)* पद है। 


अब (7+)* पद्‌ "९४" है जिसका गुणांक "९, है। 
इसी प्रकार, (27-]) एक विषम संख्या है इसलिए (। + 2)! के प्रसार के दो मध्य पद 


2n-+]) 7 2n-I+] _\ , 
और क | अर्थात्‌ #* और (# + ]) ” पद है। 
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इन पदों के गुणांक क्रमशः २९, और >€ हैं। 
इस प्रकार ca + C= र [क्योंकि C+ | र n+l £ | 
यही अभीष्ट है। 


उदाहरण ॥3 द्विपद प्रमेय का उपयोग करते हुए गुणनफल (] + 2८)* (2-०५) में ०* का गुणांक ज्ञात 
कोजिए। 


हल सबसे पहले हम गुणनफल के प्रत्येक में द्विपद प्रमेय गुणनखंड प्रयोग कर प्रसारण करते हैं। इस 
प्रकार 
(I+2a)* = “CHC, (2a) + *C, (2०)? + *C, Ca)+ *C, Qa) 

= [+4 (24)+6 (44?) + 4 (867) + ।6a:. 

= [+ 0 a+244°+3 24° + l6a’ 
और (2-4) = ५, (27- (0, (27 (७) + SER) - °C, 0 (oh 

+ 5C, (2) (a) - (५ (a) 

= 32 - 80a + 80a“ — 40a°+l0a' — a 
इस प्रकार, ([+24)* (2-4): 

= ([+084 + 24a° + 324° + 6a*) (32-—80a + 80a” — 40a’ + l0a' -— a) 
हमें संपूर्ण गुणा करने तथा सभी पदों के लिखने की आवश्यकता नहीं है। हम केवल वही पद लिखते 
हैं जिनमें ८* आता है। यदि ८:.०*”=* तो यह किया जा सकता है। जिन पदों में ८* आता है, वे हैं: 

I.]0a* + (84) (40°) + (2447) (80a?) + (324°) (—80a) + (I6a*) (32) = - 4384+ 

अतः गुणनफल में ८* का गुणांक - 438 है। 


उदाहरण 4 (४+4)" के प्रसार में अंत से 7" पद ज्ञात कीजिए। 


हल (४+) के प्रसार में (० + ) पद हैं। पदों का अवलोकन करते हुए हम कह सकते हैं कि अंत 
में पहला पद प्रसार का अंतिम पद हैं अर्थात्‌ (7 + ।)* पद (7 + ।) -(-) है। अंत से दूसरा पद, 
प्रसार का #१ पद्‌ ॥=(० + ]) - (2 - ]) है। अंत से तीसरा पद, प्रसार का (०-)* पद है और 
nl = (n+]) - (3 - ]). इसी प्रकार, अंत से 7* पद, प्रसार का [(7+।) - (7- ।)]" पद अर्थात्‌ 
(४- 7+ 2)* पद होगा। 


और प्रसार का (#-7+2)* पद "ट. _ ८"”/ है। 


n—r+]l 





I8 
| में | 
उदाहरण 5 | शक न .*>0 के प्रसार में « से स्वतंत्र पद ज्ञात कीजिए। 
जे 
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हल प्रसार का व्यापक पद 


Tr = IB (२+) | | 











r+]l 23x 
I8-r 8-27 
ट 9 जे 3 त ्् ES 3 
DE 
0 
क्योंकि हमें + से स्वतंत्र पद ज्ञात करना है अर्थात्‌ उस पद में » नहीं है। 
I8—2r 

इसलिए =0 या -=9 





] 
अतः अभीष्ट पद "ट, 75 है। 


3) हु में पदों 
उदाहरण 6 | न ] ,**0, जहाँ # एक प्राकृत संख्या है, के प्रसार में पहले तीन पदों के 
X 


गुणांकों का योग 559 है। प्रसार में + वाला पद ज्ञात कीजिए। 


3) पदौ [ है 
हल | x ॐ] के प्रसार के पहले तीन पदों के गुणांक "€, (-3) "९, और 9 "€, हैं। 
X 


इसलिए दिए गए, प्रतिबंध के अनुसार "ट, -3 "९+ 9 "€= 559. 
970 (7 - | ह्मे 
या ]-3m+ oe = 559 इससे हमें # = ।2 (# एक प्राकृत संख्या है) प्राप्त होता है। 
3 Fr 
अब ॥ ॥ जा ® xT Em = FC (स्लो - (2-3 


#+ 


क्योंकि हमें % वाला पद चाहिए। अतः ।2-37=3 या # ८ 3. 

इस प्रकार, अभीष्ट पद्‌ = 0 (-3) ५? अर्थात्‌ - 5940 + है। 

उदाहरण ॥7 यदि (।+%)* के प्रसार में (/-5) और (27-])* पदों के गुणांक समान हों 7 ज्ञात 
कोजिए। 


हल (।+%)3* के प्रसार में (/-5)* तथा (27-])* पदों के गुणांक क्रमशः ९_, और 3९, हैं। 
क्योंकि वे समान हैं, इसलिए 
ne र 


यह तभी संभव है जबकि या 7-6 =27-2 या 7-6 = 34 - (27 - 2) हो। 
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[इस तथ्य का प्रयोग करके कि यदि ह हो तो “= या /=॥-] 
इसलिए, हमें # = -4 या 7 = ।4 प्राप्त हुआ परंतु # प्राकृत संख्या है और 7 = -4 संभव नहीं है। 
अतः #5८5 [4 

अध्याय 8 पर विविध प्रशनावली 


।. यदि (८+) के प्रसार में प्रथम तीन पद क्रमश: 729, 7290 तथा 30375 हों तो ८, 2, और 
४ ज्ञात कोजिए। 
2. यदि (3+ ८)१ के प्रसार में %? तथा % के गुणांक समान हों, तो ८ का मान ज्ञात कोजिए। 
3. द्विपद प्रमेय का उपयोग करते हुए गुणनफल (।+2%) (।-%)? में % का गुणांक ज्ञात कोजिए। 
4. यदि ८ और ७ भिन्न-भिन्न पूर्णांक हों, तो सिद्ध कीजिए कि (८” - ४") का एक गुणनखंड 
(० -0)है, जबकि 7 एक धन पूर्णाक है। 
[ संकेत ८" = (८ - + 2)" लिखकर प्रसार कीजिए] 


5. (3+ +2) -(\3- 2) का मान ज्ञात कीजिए। 


6. [° + a -i) + | ae | का मान ज्ञात कीजिए। 

7. (0.99) के प्रसार के पहले तीन पदों का प्रयोग करते हुए इसका निकटतम मान ज्ञात कोजिए। 

8. यदि | {2+ र् के प्रसार में आरंभ से 5वें और अंत से 5वें पद का अनुपात \/6:] हो 
तो # ज्ञात कोजिए। 


4 
EE 
9, | OE न ४0 का द्विपद प्रमेय द्वारा प्रसार ज्ञात कीजिए। 


I0. (3%? - 24% + 3८?) का द्विपद प्रमेय से प्रसार ज्ञात कोजिए। 


सारांश 


एक द्विपद का किसी भी धन पूर्णांक # के लिए प्रसार द्विपद प्रमेय द्वारा किया जाता है। 
इस प्रमेय के अनुसार 
(a 9)” = EG नि jC च Ss 3) fC DE, i a De 


७ प्रसार के पदों के गुणांकों का व्यवस्थित क्रम पास्कल त्रिभुज कहलाता है। 
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द्विपद प्रमेय 


(८ + 92)" के प्रसार का व्यापक पद ग, = "९ ,८"-.७' है। 


में कं 
(4+) के प्रसार में, यदि # सम संख्या हो तो मध्य पद | ङ्ग | पद है और यदि 





dels n+Il \ है 
॥ विषम संख्या हे तो दो मध्य पद | से तथा | था | हें। 


प्राचीन भारतीय गणितज्ञ (४+), 0 <7 <7, के प्रसार में गुणांकों को जानते थे। ईसा पूर्व दूसरी शताब्दी 
में पिंगल ने अपनी पुस्तक छंद शास्त्र (200ई० पूर) में इन गुणांकों को एक आकृति, जिसे मेरुप्रसत्र 
कहते हैं, के रूप में दिया था। 303ई० में चीनी गणितज्ञ (॥४-8॥-त2० के कार्य में भी यह त्रिभुजाकार 
विन्यास पाया गया। ।544 के लगभग जर्मन गणितज्ञ Micha€] $६०९] (486-567 ई०) ने सर्वप्रथम 
द्विपद गुणांक ' शब्द को प्रारंभ किया। 80708 (572 ईः) ने भी, , # = ,2, ..., 7 के लिए तथा 
Oughtred (63! ई) ने ॥ = ।,2...., ।0 के लिए, (८ + 0)” के प्रसार में गुणांकों को बताया। 
पिंगल के मुप्रस्त्र के समान थोड़े परिवर्तन के साथ लिखा हुआ आंकगणितीय त्रिभुज जो पास्कल 
त्रिभुज के नाम से प्रचलित है, यद्यपि बहुत बाद में फ्रांसीसी मूल के गणितज्ञ B।aise Pascal 
(623-662 ईः) ने बनाया। उन्होंने द्विपद प्रसार के गुणांकों को निकालने के लिए त्रिभुज का 
प्रयोग किया। 

४ के पूर्णांक मानों के लिए द्विपद प्रमेय का वर्तमान स्वरूप पास्कल द्वारा लिखित पुस्तक 
Trate du triange arithmetic में प्रस्तुत हुआ जो ।665 में उनकी मृत्यु के बाद 
प्रकाशित हुई। 
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